Revista LOGOS CIENCIA & TECNOLOGIA I

ISSN 2145-549X | ISSN 2422-4200 - Vol. 10, No. 1, Enero - Marzo 2018

Articulo de investigacion

Jeannette Vargas Hernandez, Rafael Felipe Chaves Escobar, Luis Alberto Jaimes Contreras

Sensores y apps en el estudio de la
escala logaritmica*

Sensors and apps in the study of the logarithmic scale*

Sensores e aplicacdes no estudo da escala logaritmica*

Jeannette Vargas Hernandez**
Rafael Felipe Chaves Escobar***
Luis Alberto Jaimes Contreras****

Universidad Colegio Mayor de Cundinamarca, Colombia
Escuela Colombiana de Ingenieria

Resumen

La investigacién buscd desarrollar una estrategia
para el desarrollo profesional de los profesores a
partir de una revisidén a estudios concernientes al
caracter social de aprender, junto con el desarrollo
historico- epistemoldgico de conceptos, indagd la
relacién entre las progresiones geométricas y
aritméticas y, realiza una invitacién de aprendizaje
dirigida a los profesores de pre-calculo. Ella lleva
entrelazado un ambiente de laboratorio, hace uso
de sensores y apps, en el anélisis de los casos de la
escala logaritmica musical y del pH. Se usa la
metodologia de analisis de contenido con el fin de
esbozar caminos concernientes a ;De qué maneras,
los profesores universitarios de precalculo, pueden
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acercarse a la comprension y caracterizaciéon de las
funciones logaritmicas?
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Abstract

In this proposal for teacher's professional
development from a revision of some studies
regarding the social character of learning, along
with development of historic —epistemological
concepts, it is explored the relation between
geometrical and arithmetical progressions and it is
extended an invitation of learning addressed to
Precalculus teachers. This one has intertwined a
laboratory environment, making use of sensors and
apps, in the analysis of logarithmic musical scale
cases and in the pH. It is used the content analysis
methodology with the purpose of sketching some
ways with regarding to the question: In which ways
the Precalculus university teachers are able to
approach to the comprehension and
characterization of the logarithmic funtions?

Key Words: sensors, apps, logarithmic scale,
teacher, social, formation
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Resumo

Na presente proposta para o desenvolvimento
profissional de professores a partir de uma revisdo
a estudos concernentes ao carater social de
aprendizagem, junto com o desenvolvimento
histérico-epistemoldgico de conceptos, se indaga a
relacdo entre as progressdes geométricas e
aritméticas e se realiza uma compra de
aprendizagem dirigida aos profesores de
Precélculo. Ella leva entrelazado um ambiente de
laboratorio, fazendo uso de sensores e aplicacdes,
em analise dos casos da escala logaritmica musical
e do pH. Se usa a metodologia de analise de
contetdo com o final de esbozar caminos
concernentes a ;De quais maneras, os professores
universitarios de Precalculo, podem aproximar a
comprensdo e caracterizagdo das funcles
logaritmicas?

Palavras-chave: sensores, apps, escala logaritmica,
professor, social, formacao.

Introduccién

En el &mbito de la educacién matematica es claro
que las propuestas para el desarrollo profesoral no
incluyen exclusivamente la comprensién de
procesos cognitivos de los estudiantes en su
aprendizaje o el conocimiento matematico del
profesor, sino que ellas tratan de impactar en una
red de comportamientos del profesor,
construcciones del ser y el re-aprendizaje de
diversas habilidades y componentes implicadas en
la planeaciéon y gestiéon en el aula; que se
materializan en la resolucién de problemas del
quehacer docente.

Por otro lado, aceptando a la Educacion como
sistema formal de preparacion del ciudadano, ella
debe aportar elementos formativos para favorecer
procesos de interaccidon humana de alta calidad que
rescaten las diferencias y riqueza del trabajo
colaborativo y cooperativo,

“Las estrategias de aprendizaje deben ir dirigidas al
desarrollo del estudiante entendiendo este como
cambio cualitativo superior al atender, no solo a la
utilizacién de los factores externos del proceso de
ensefianza aprendizaje como recursos, medios, sino
también a los internos como motivacion, valores,

actitudes, desarrollo cognoscitivo. Ellas deben
generar en los estudiantes autonomia en intima
conexidn con procesos socializadores, desarrollo de
procesos del pensamiento como reflexion, meta
cognicion, sentimientos, actitudes ante el
aprendizaje y las formas de cooperacion en que se
pueden obtener, van a ser generadores de
desarrollo de la personalidad convirtiéndose en un
proceso de enseflanza aprendizaje desarrollador,
que atienda el caracter complejo del proceso y de
la situacién” (Gonzalez, Recino y Uvaldo, 2013, p.
218).

En el campo de la didactica de la matematica, se
conoce que el profesor tiene formacion en los
conceptos de las funciones, desde los cursos
realizados en su educacién; en algebra y calculo,
entre otros. Al respecto los educadores
matematicos han afirmado que el estudio de la
variacién es un camino para examinar las funciones
lineales, cuadraticas, cubicas, es decir las funciones
polinémicas y respecto a las funciones
transcendentes, se ha iniciado desde hace una
década un impulso al estudio de la variacion
exponencial y logaritmica.

Metodologia

El proceso que se realiza busca alternativas de
respuesta a jDe qué maneras, los profesores
universitarios de Precélculo, pueden acercarse a la
comprensién y caracterizaciéon de las funciones
logaritmicas?

Se utilizé la metodologia de analisis de contenido
identificando diferentes publicaciones en cuatro
tematicas: trabajo colaborativo y cooperativo en la
educacion superior, modelacién en las clases de
matematicas, desarrollo histérico-epistemolégico
de los conceptos, investigaciones relativas a
funciones logaritmicas. En reuniones; una semanal
durante un afo académico, los investigadores
socializaron sus consultas y en equipo se realizo el
analisis de la documentacion leida; se triangulod
informacién de tal manera que se establecieron los
tres contextos reales sobre los cuales se formularian
las actividades de modelacién en torno a la
formacién de docentes.

Se siguieron dos caminos: Por un lado, se integran
estas cuatro tematicas, se planed y llevo a término

Policia Nacional de Colombia-Direccién Nacional de Escuelas / Vicerrectoria de Investigacion I




Revista LOGOS CIENCIA & TECNOLOGIA I

ISSN 2145-549X | ISSN 2422-4200 - Vol. 10, No. 1, Enero - Marzo 2018

Articulo de investigacion

Jeannette Vargas Hernandez, Rafael Felipe Chaves Escobar, Luis Alberto Jaimes Contreras

en el primer semestre del afio 2015, una
experiencias con 127 estudiantes, en cuyo
desarrollo se recoge informacién alrededor de la
dindmica de trabajo colaborativo. La tarea que el
profesor encarga a sus estudiantes consiste en
escribir un cuento, en la cual se contesta a una
pregunta especifica sobre la funcion logaritmica.

El procedimiento adoptado para esta experiencia se
baso en Vargas y Gacharna (2008) el cual consistié
en:

eLectura general que han realizado los estudiantes,
de primer semestre que cursan pre-calculo, del libro
El Diablo de los NUmeros.

«Socializacion, de la lectura, en la cual se ha tratado
de "explorar” una de las noches y conversar sobre
las caracteristicas que el escritor presenta,
concerniente al tema matemético. En dichas
conversaciones se  permiten  comentarios
adicionales, con respecto a: dibujos utilizados,
diagramas, recursos ludicos, vocabulario.

*Planteamiento de una pregunta sobre una
caracteristica de la funcion logaritmica.

Guia sobre la lectura intencionada que realizan, los
estudiantes tanto en textos de precéalculo como en
articulos de revistas especializadas.

*Uso de palabras clave, entre las cuales estan: razon
de cambio promedio, funcién logaritmica, funcién
exponencial, progresién geométrica, progresién
aritmética, didactica de la matematica, precalculo.

*A través del proceso de la escritura, el profesor
pretende observar dindmicas de los grupos en
cuanto:

Cuestionamientos y discusién de los hallazgos.
Particularidades de la comprensién que ha
alcanzado el grupo de estudiantes.

De otra parte, de manera simultdnea se avanzé en
el delineamiento de los problemas de modelacién
y en la escritura de los referentes tedricos, a partir
de la comprension de aspectos de la funcién
logaritmica y de los contextos en que ella es usada
en diferentes areas del conocimiento.

La decisién de partir del referente histérico —
epistemoldgico fue planteada a partir de los
estudios realizados, se utilizd para su validacion, la
confrontacién con otras propuestas consultadas en
la literatura en Educacién Matematica. De alli que se
inicie el planteamiento a los profesores a partir lo
que se llamé en esta investigacion Revisando
Regularidades.

Los andlisis concernientes a lo caracteristico de
cada fendmeno o contexto, en relacién con la red
de conceptos que integran la comprensién de la
funcién logaritmica y las escalas, fueron definitivos
en las decisiones consensuadas de tres
investigadores y en las preguntas guia para los
profesores a quienes va dirigida la propuesta. Lo
anterior ayudé a establecer la experiencia en la cual
se detallarlan aspectos del trabajo colaborativo y
cooperativo, como también la secuencia en que
serian tratados los fendmenos; escala musical, pH y
escala de Ritcher.

Simultanea a la seleccién de fendmenos se fue
decidiendo el uso que se llevaria a término de
herramientas tecnoldgicas que permitieran un
ambiente de laboratorio, por ello se trabaj6 tanto
con los sensores de pH y sonido, como de las
aplicaciones para celular y PC. Se utilizé para la
escala pH el software LabQuest Viwer, Logger Lite y
luego en el estudio y explicacion de la escala
musical se plantea la opcién del software LabQuest
Viwer, Logger Lite y se ejemplifica la aplicacién Best
Tuner o piano virtual.

Revisando regularidades

En cuanto a la formacién de profesores y la
variaciéon logaritmica en el entorno a la covariacion,
consideramos importe las investigaciones sobre el
desarrollo historico (Vargas Hernandez & Gdnzalez
Astudillo, 2007; Ferrari M., 2007). Concerniente a la
representacion grafica de dicha funcién se tiene el
estudio que parte de la construccién de tridngulos
semejantes en Lopez y Ferrari (2007) y retomando
la génesis del concepto en cuanto a su relacion
entre la progresion geométrica y aritmética esta la
propuesta de Vargas Herndndez, Pérez Ruiz, &
Gonzélez Astudillo, (2011) en la cual se presenta un
analisis y construccion de la grafica, ast como un
analisis de las exigencias cognitivas para los
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docentes de matematicas, en cuanto a dicha
representacion grafica, en Castafieda, Novoa, &
Vargas Hernandez (2016).

Desde una perspectiva histérica, los logaritmos han
estado asociados a la relacion entre progresiones
aritméticas y geométricas, y algunos autores en el
siglo XIX, incluilan estos términos en sus
definiciones, llamando logaritmos a los términos de
una progresion aritmética, que empieza por cero,
correspondientes a los de otra geométrica que
empieza por la unidad (Vazquez, 1855; Gonzélez y
Vargas, 2007). Trabajar con este tipo de
progresiones, se sugiere como un buen inicio para
el estudio de los logaritmos (Vargas, 2013; Vargas,
Pérez y Gonzalez, 2011) por lo anterior, a
continuacién se presenta una serie de sugerencias
para el docente, de tal forma que partiendo de la
identificacidn de regularidades, pase a identificarlas
y posteriormente establecer su relacién, previo e
integrado al trabajo con las funciones
exponenciales y logaritmicas.

En razdn de lo expuesto, se propuso el uso de tablas
elaboradas en hojas de calculo, que permitan
identificar al docente, regularidades en cada
progresion.

1000000000
10000000000

Figura 2. Tabla para identificar progresiones.
Fuente: Autores

Al trabajar con estas tablas, se plantearon
preguntas como ;Cual es el patron que siguen los
datos de la progresién en la primera columna? ;Al
examinar la progresion de la columna 3, la

diferencia entre dos términos consecutivos cuales
quiera es constante o variable? ;Cudles
progresiones presentan la misma diferencia entre
dos términos consecutivos?, este tipo de acciones
son realizadas para encontrar que la diferencia
entre dos términos consecutivos de cualquiera de
las progresiones corresponde a un valor constante,
y que progresiones como por ejemplo las que se
encuentran en las columnas 2y 7, tienen en comdn
esta diferencia aunque todos sus elementos no
sean iguales. También se promueve la reflexion
sobre sus tareas profesionales relativas a la
planeacién y gestién, iniciando un trabajo en
equipo en el cual los profesores propongan otras
progresiones que consideren pertinentes, a través
de preguntas como: ;alguna de las progresiones
presentadas es demasiado evidente con relacién a
las preguntas que se hacen sobre ella?, ;cambiaria
usted las preguntas o las progresiones? Considera
que las respuestas que usted ha aportado, son
similares a las que los estudiantes de pregrado
llegardn a exponer o encuentra que debe
programar una guia mas especifica para que ellos
analicen las regularidades. De una forma analoga se
realizo el trabajo con las progresiones geométricas,
como se muestra a continuacion:

En relacién a estas progresiones (figura 3), las
preguntas a plantear fueron fundamentadas en
orientar al docente a identificar mediante cocientes
entre términos consecutivos la razén de una
progresién geométrica, por ejemplo, En la
progresiéon de la columna 1 (Figura 3), es posible
encontrar una diferencia constante? ;Co6mo estan
cambiando los términos?

¢Cudl es la razon entre el término 0.1 y 0.017 ;Es
posible encontrar esta razdn con otros términos de
la progresion? ;Qué sucede en la progresién de la
columna 3 (Figura 3) al tomar cualquier término y
dividirlo en el término anterior? ?, este tipo de
preguntas  orientan  para  encontrar  un
comportamiento diferente en los términos de la
progresion, pero que de igual forma al operar dos
términos consecutivos (dividir en este caso) es
posible encontrar un patrén.

Progresiones geométricas
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En cuanto a la notacidon empleada, se planted un
espacio de discusién con los profesores, para con el
aporte de la literatura en Educacién Matematica,
decidir los momentos convenientes de la actividad,
para ir presentando y usando la escritura referida a
los n-ésimos términos (.., n, n+1,..) y demas
notacion especifica de tal forma que al utilizarla se
facilite su correspondiente comprension. El paso a
seguir, es trabajar con dos listados de progresiones,
relacionando sus términos uno a uno, Yy
representando cada par en el plano cartesiano, de
tal forma que se pueda identificar un
comportamiento comun en la gréafica que relaciona
dos progresiones de este tipo (aritmética y
geométrica).

Para iniciar, las preguntas e indicaciones planteadas
en este caso, relacionadas con la identificacion del
tipo de progresion y la curva que se obtiene al
relacionar una progresiéon aritmética con una
geométrica, por ejemplo, ;Es posible encontrar un
patrén en la diferencia o cociente entre dos
términos consecutivos de cada una de estas
progresiones?, ;Qué tipo de progresiones son
Progresiones  Aritméticas y Geomeétricas.?,
posterior a las preguntas, se solicita relacionar cada
término de la progresion P.A. con el término
correspondiente en la progresion P.G. y finalmente
utilizé la hoja de calculo para representar cada uno
de estos pares como un punto del plano cartesiano.

De esta forma, se iniciarla el trabajo previo a los
elementos matematicos relacionados con funciones
exponenciales y logaritmicas.

Mirada con énfasis en la gestion de la
participacion del estudiante. El caso de la escala
para el pH.

Desde la perspectiva de la formacion del profesor
contempla un amplio espectro de conocimientos,
habilidades, comportamientos y complejidad.
Basado en estudios que desde la didactica
argumentan que se puede promover la formacién
en los profesores asumiendo la ensefianza mas alla
de un arte.

El profesor y el trabajo colaborativo

Un trabajo en el aula que busque propiciar una red
de interacciones entre estudiantes, en la cual se

involucre un cambio de discurso que establezca un
giro en el rol del profesor de preguntar- escuchar -
validar, por un rol en el cual los estudiantes se
sientan invitados a argumentar- escuchar y volver a
argumentar, realizando conjeturas y teniendo la
oportunidad de experimentar. Ese es un trabajo
puede tener momentos en los cuales el docente
necesite gestionar en el aula la integracién de
subgrupos de estudio de los contenidos, de tal
forma que un ejercicio en la formacion del profesor
es aprender a ser miembro, tanto en un trabajo
colaborativo como en el cooperativo.

La exposicion y analisis de diferencias entre
diferencias entre el rol del maestro en el trabajo
colaborativo y cooperativo en Maldonado (2007) y
Ibarra-Saiz y Rodriguez (2007) son conocimientos
que coadyuvan al docente a tener argumentos,
sobre momentos a reformular, en la planificacién de
sus horas clase.

A partir de lo anterior, iniclamos en esta seccion
algunas de las reflexiones y el estudio que
proponemos en la formacién de docentes que se
desempefian en el area de matematicas en los
primeros semestres universitarios (Vargas vy
Gacharnd, 2008). Los resultados surgen a partir de
una tarea en la cual el profesor cumple en ocasiones
funciones semejantes a las de en un trabajo
cooperativo y en otros aspectos son similares a un
trabajo colaborativo.

Se considera que el discurso del profesor se vuelve
mas flexible y profundo, cuando conoce y puede
experimentar a través de otras situaciones, que no
sean solamente su participacién real en clase, sino
también los resultados de investigaciones; ya sean
estos presentados a manera de relatos, estudios de
caso o resultados estadisticos. En la experiencia, se
planted una tarea a los estudiantes de matematicas
de pregrado en su primer semestre de estudios, en
| - 2015 y se llevd a término durante todo el
semestre con 127 estudiantes, quienes se
organizaron en grupos de 5 o 6 estudiantes. De los
cuales presentamos la clasificacién de la tarea de 7
grupos.

Para la tarea realizada con la asesoria del profesor,
el procedimiento consistié en la lectura general del
libro El Diablo de los NUmeros (Enzenberger, 1998).
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Sobre dicha lectura, durante el semestre se ha
realizado al menos una socializacion en la cual se
ha tratado de “explorar” una de las noches y
conversar sobre las caracteristicas que el escritor
presenta, concerniente al tema matematico. En
dichas conversaciones se permiten comentarios
adicionales, con respecto a: los dibujos utilizados,
los diagramas, los recursos ludicos, el vocabulario,
entre otros.

En la consulta guiada que el docente organiza,
propone a los estudiantes participar en la
indagacién sobre las funciones exponenciales y
logaritmicas a través de la revision de algunos
articulos  especificos publicados en revistas
especializadas en educacion matemética y con ese
fin les propone diferentes preguntas y palabras
clave.

Tabla 1. Sintesis de la clasificacidon

No. Concepto

Preguntas como, ;qué relacion existe entre las
progresiones geométricas y aritméticas en la
funcién exponencial?, ;cdmo establecer la relacién
mayor o menor que, entre dos potencias indicadas?,
sexiste alguna relacion entre la funcion logaritmica
y la funcién exponencial?, ;en qué consiste la escala
logaritmica? Llevan a recoger informacion de la
produccién de los estudiantes y a establecer
algunos aspectos de su comprensién.

Se considera que la siguiente clasificacion, que
presentamos de la produccion escrita de los
estudiantes, entrafla una especial riqueza a las
reflexiones que los profesores en formacién o en su
practica pueden realizar. Asl se examina el
concepto sobre el cual desarrollan su escrito, el
registro de representacién que utilizan los
estudiantes, el elemento sobre el cual sustentan su
escrito - énfasis — y el uso de las TICS

Software

Representacion TICS

1 Funcién Explican : Plano cartesiano y relacion ~ Numérica Geogebra para
Logaritmo Progresion en los ejes con las Algebraica graficar.
aritmética y progresiones Gréfica
geométrica
Funcion Progresiones Tablas de datos Tabular Geogebra para
Logaritmo (completo) y Gréfica graficar
funcion Diagrama Sagital
inversa.
Logaritmo Orden de los Reemplazar en férmula. Analitica
logaritmos en  Cambio de base.
diferentes
bases.
Logaritmo Orden de los Uso de ecuaciones y el Analitica Calculadora
logaritmos en  logaritmo como inversa de
diferentes la exponencial
bases.
Logaritmo Orden de Uso del exponente como Algebraica y analitica.
logaritmos en  cantidad de factores y recta
diferentes numeérica.
bases
Funcién Relacién entre  Progresiones aritméticas y Gréfica Software
exponencial y la funcion geométricas graficador
funcion logaritmicay
logaritmica la exponencial
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7 Logaritmo Orden de
logaritmosen  bases
diferentes
bases

Férmula para cambio de

Algebraica

Fuente: Autores
Concerniente a produccion escrita.

Algunos de los aspectos -considerado es
importante resaltar, del escrito que realizan los
grupos de los estudiantes, los presentamos a
continuacion, retomando partes de los textos
escritos por ellos:

"El diablo ignorandolo le respondié: Ya que has
entendido, comenzaré con el primer paso para
poder graficar la funcién logaritmica. Para esto,
primero debemos hacer lo que harlamos con
cualquier funcién; tomaremos en cuenta la
siguiente ecuacién y realizaremos una tabla de
valores, para asi saber qué puntos debemos
tomar en cuenta para formar nuestra grafica,
Antes de empezar, debemos tener en cuenta
esta ecuacion — El diablo saco de sus bolsillos
unas letras y numeros que inmediatamente
ocuparon un lugar no muy lejano en el espacio y
= logzx". (Enzenberger, 1998)

-;Puedes ver las correspondientes tablas de las
ecuaciones?

-Pero claro que puedo, y antes de que preguntes te
voy a responder, observo la relacién inversa de las dos
tablas que en la primera ecuacidon exponencial
convierte valores pequefos, agrandandolos para que
la ecuacion logaritmica los transforme en su valor
original, tomando valores muy grandes volviéndolos
pequefios; segun las ecuaciones, cuando elevamos
nuestra base dos a cero, el resultado serd uno, cuando
lo hacemos con uno el resultado serd dos, y ast
sucesivamente, inversamente igual, es bastante facil de
relacionar - Dijo Robert emocionado, estaba
entendiendo todo a la perfecciéon y no podia estar mas
agradecido con su amigo Diablo".(Estudiantes, 2015)

Figura 1. Tabla de valores. Fuente: Autores

Enseguida retoman la gréfica para las dos tablas de
valores (Figura 1). Luego de presentar ejemplos de
la  progresion  aritmética 'y  geométrica,
encontramos:

“El diablo con una cara de perversion se acerca
a Robert y le dice — Bien muchacho, ahora te voy
a poner a prueba ya que entendiste muy bien
las progresiones, te daré una progresion
aritmética y una geométrica, tendrds que darme
la explicacion de cual es la relacion de estas dos
con la funcion logaritmica — El diablo hizo
aparecer unos numeros en el viento los cuales
se formaron de esta manera (

1,24 8 16 32, 64, 128, 236, i
0, L2334 5 6 7 B

Bueno diablo, claramente las puedo identificar, la
primera es una progresion geométrica de razon 2 y
la segunda es una progresion aritmética de
diferencia 1. Ademads, la progresion aritmética es la
sucesion de los exponentes de los términos de la
progresion geomeétrica, expresados éstos como
potencias de 2, lo mostrare dibujandolo en el suelo
— Robert empezo a dibujar con su dedo sobre el
suelo, sus dibujos fueron tomando la siguiente
forma:

H
n
-
=
n
-
.
"
.
n
I
n
-
[
n
.

0 l 2 ] 4 ]

l(x)=2x

alx)=log,x

Luego cada
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3=1og28 ;5=1log2 32;8 =log2 256

1 2 4 8 16 32 64 X

s} 1 2 3 4 5 6 v log2 x
Figura 2. Funcién - término de progresion
geomeétrica

El término de la progresion aritmética se obtiene
calculando el logaritmo de base dos, del
correspondiente  término de la  progresion
geomeétrica

En la observacion concerniente al Grupo 5, llama la
atencién que los estudiantes escriban:

“En efecto mi pequefio aprendiz. Si ya sabemos
que los numeros saltarines crecen con gran
rapidez, por el contrario, los nimeros caidos
(logaritmos) descienden a gran velocidad-
afirmo el anciano”. (Grupo de estudiantes de
primer semestre)

Es de tener en cuenta que la razén de cambio
promedio de esta funcidén nos estd mostrando un
lento crecimiento, por lo tanto se considera
necesario que el profesor indague sobre el
significado de afirmaciones como la presentada por
los estudiantes, en el parrafo anterior y les permita
analizar las dos funciones respecto a su razén de
cambio y la escala logaritmica con ndmeros
enteros, que parece ser lo mencionado en la
interpretacion de los estudiantes.

Se observa a los estudiantes universitarios
imprimirle a la estrategia de trabajo en grupo se
coincide con otros investigadores (lbarra-Saiz &
Rodriguez, 2007) en que esta estrategia les permite
hacer lo siguiente:

e abordar tareas de aprendizaje retadoras

e  debatir con argumentos y expresar
opiniones fundamentadas

e construir argumentos sobre la base de las
aportaciones de los demas

e ser conscientes del valor de las propias
aportaciones personales

e valorar positivamente las aportaciones de
los compafieros

Para el objetivo solo se toman los segmentos de tal
forma que por medio de ellos, habiliten a plantear

reflexiones al profesor, que le permitan hacer uso o
re-aprender sus conocimientos de la ensefianza de
las matematicas (Vargas, En prensa; Oliveira & de la
Roque, 2011).

Algunos de los aspectos del escrito que realizan los
grupos de los estudiantes, se presentan a
continuacion, se retoman partes de los textos
escritos por estudiantes:

-Ya sé, vas a ensefiarme alguna forma en la que
pueda utilizar las funciones logaritmicas. Dijo
Robert.

-Qué listo eres, asl es. Dijo el diablo.

- iSabes cual es la medida de acidez de un liquido?
-Si, es el pH. Responde Robert

-Correcto estd basado en la cantidad de iones de
hidrégeno [H*] en el liquido.

La formula del pH es:

pH =-log [H*]

-Fijate, [H*] es la concentracién de iones de
hidrégeno y esta dada en una unidad llamada mol/l,
donde 1 mol equivale a 6,22x10%2 moléculas de
atomos.

-Tenemos en este recipiente jugo de limén, vamos
a averiguar cuél es la medida de acidez.

El diablo toma dos tiras de papel tornasol y las
introduce en el recipiente, en poco tiempo cambia
de color; la azul cambia a rosado y la roja conserva
el color.

-Es un liquido é&cido, pero necesitamos una cifra
exacta. Dijo Robert.

-Muy bien, Robert. Agreg6 el diablo.

1. ;Considera que es correcta la definicién de pH
presentada en el escrito de los estudiantes (figura
6), o preferiria revisar ese concepto antes de usarlo
en su clase de matematicas?

2. ;Explique cémo y por qué utilizaria usted el pH
— grado de acidez o basicidad de una sustancia -
para ensefar la funcién logaritmica o a manera de
una aplicacion de dicha funcion?

Ahora el diablo toma un peachimetroy lo introduce en el
recipiente, este arroja 1.7, como resultado.- Recuerda que:
de 0 a 6 es un acido, 7 es neutra. De 8 a 14 es basica. La
pregunta que tenemos que responder es: jcuél es la
concentracion de iones de hidrogeno (mol/l) del jugo?

- ¢Como puedo hacer esto?, Robert pregunta.

- Primero se debe sustituir el pH conocido en la formula y
representa tu incdgnita [H*] con la variable x.
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St 1,7= -log x, entonces log X= -1.7 Resuelve x.pH=-log
[H*]  1.7=-log x -1.7=log x

- Entonces se utiliza la inversa de logaritmo para
despejar a x y ;Cual es la inversa?

- La exponencial. Contesta Robert.

- Y asi hallamos la respuesta: 10-17

-Oh, gracias, la concentracién de iones de hidrogeno en
el jugo de limén es de 0.019952623...

3. ;Qué grado de comprensién de la funcion
logaritmica, estd exhibiendo un estudiante que
solucione este problema, de la manera expuesta en
la figura 3?

4. ;Qué explicacion brindaria usted a un estudiante
que pregunte, por qué aplicar el logaritmo a la
concentracién de iones hidrogeno, para identificar
la acidez, en lugar de usar, para referirse a la acidez,
simplemente el nimero hallado?

5. ;Como continuaria usted esta noche, para
examinar la razén de cambio promedio, en algunos
puntos de la funciéon logaritmica?

6. Realice un ensayo que contenga un dialogo, de
al menos cuatro intervenciones de dos de los
personajes, explicando la razéon de cambio
promedio de la funcién logaritmica.

7. Sea el siguiente experimento, utilizando un
conjunto de sensores y un equipo para recolectar
datos. Utilizando LabQuest*2 para recolectar los
datos y un sensor de pH para liquidos y semisélidos
(Flat pH Sensor) del conjunto de Vernier Software &
Tecnology.

El profesor de matematicas tiene un acceso limitado
a los laboratorios de quimica y fisica, razén por la
cual se opta por trabajar con un equipo portatil que
incluye dos Labquest2, un sensor de sonido, uno de
temperatura y uno de pH. Es importante sefialar que
el laboratorio como tal trae también la posibilidad
de medicion de intensidad de la luz. Todos estos
fendmenos permiten modelar fendmenos a partir
de funciones logaritmicas.

Es posible tener comunicacién entre los LabQuest*2
y trabajo simultaneo entre los demas integrantes
del equipo desde su celular o tablet; descargado
previamente la app Verinier Graphical Analysis free.
También es posible tener acceso a las pantallas de

los dispositivos con el software LabQuest Viwer e
interactuar desde la pantalla de los computadores y
descargar el software Logger Lite.

En el caso de la escala musical el profesor puede
entrar a indagar algunas tomas de datos con el uso
del micréfono una vez se haya familiarizado con el
conjunto de aparatos que formaran parte de su
laboratorio portatil.

El siguiente es un caso de pH; en cinco momentos
diferentes un jugo de limén que inicialmente tiene
un volumen de 12,5 mly cuyo pH es 2.80 y vamos
en cada evento diferente agregando 12.5ml de
agua y realizando una medicién del pH de esta
mezcla, cuyos datos se presentan en la siguiente
tabla. La gréfica que se obtiene al analizar los datos
de los momentos contra el pH(Tabla2)

Tabla 2. Datos pH

Evento pH [H*]
1 2,79882292 0,00158919
2 2,88941116 0,00129
3 2,9917641 0,00101914
4 3,04529352 0,00090096
5 3,1099994 0,00077625

Fuente: Autores

En un experimento un grupo de profesores ha
tomado datos del cambio del pH de una dilucién de
limon (Figura ), en la cual se centran en las columnas
tituladas serie dos en las cuales podemos examinar
las variables tiempo en segundos y pH. Se observa
que en el intervalo de 0.6 segundos a 0.7 segundos
el pH tuvo un cambio de 2.75 a 2.74. Por lo anterior
no se puede concluir que en una décima de
segundos la concentraciéon de iones hidrogeno
cambio una centésima. ;Cudl seria una conclusion
correcta del cambio que sufrié las concentraciones
de iones hidrégeno y cuél el papel del logaritmo en
dicha explicaciéon?
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=

i E EE Archivo Tabla
Serie 1 Serie 2

Tiemp (s) pH | Tiemp (s) pH | Tiemp
0,0 P, 2,76
0,1 2,50 o)
0,2 2,50 2,75
0,3 2,50
0,4 2,50
055 2,50
0,6 2,50
0,7 2,50

|

Figura 3 Datos pH. Fuente: Autores

De igual manera trabajan con las siguientes
inquietudes:

8. ;Qué diferencia de concentracion de iones
hidrogeno existe entre una dilucién de pH 3 y una
de pH 4? ;Es la misma diferencia de concentracién
de iones hidrégeno entre una dilucién de pH3 y
pH4 que la que hay entre una dilucién con pH entre
5y 67 ;Cudl es el comportamiento de las
diferencias?

El caso de la escala musical.

Mirada con énfasis en la relacion entre una
progresién aritmética y una geométrica.

Existen estudios de la funciéon logaritmica que
sefialan la importancia de comprender esta funcién
vinculada al desarrollo histérico — epistemoldgico
del concepto, ademas afirman que en las aulas, la
presentacion de las funciones logaritmicas, como
inversa de las funciones exponenciales, ha
conducido a que se descuiden aspectos que las
dotan de significado, destacando entre ellos la
relacion entre la estructura multiplicativa de la
variable independiente y la aditiva del logaritmo
(Vargas, J., Pérez, M., Gonzélez, MT., 2011)

Definiciones de logaritmo como vinculo entre una
progresidon aritmética y una geométrica fueron
utilizadas en el siglo XIX. (Serret, 1887), por ejemplo,
establecia la siguiente:

I. Dadas dos progresiones crecientes e indefinidas:
1,rr2r3rra.. (1)

0, d, 2d, 3d, 4d.... (2)

una por cociente, comenzando por 1, y la otra con
diferencia d comenzando por cero, se llama
logaritmos de los nUmeros que forman parte de la
progresién por cociente a los nimeros que le
corresponden respectivamente en la progresion por
diferencia. Las dos progresiones, de las cuales se
trata constituyen un sistema de logaritmos, sujetas
solamente a la condiciéon de comenzar la primera
por 1y la segunda por 0. (Serret, 1887, p. 270).

Una representaciéon grafica del concepto de
logaritmo dado por Serret, en un contexto de
geometria dindmica, se muestra a continuacién.
Tomemos la progresion geométrica 1, r,r2,r3,..y
la aritmética 0, d, 2d, 3d.... en donde diremos, con
Serret, que logaritmo de 1 es 0, logaritmo de r es d,
logaritmo de r2 es 2d, etc. En el eje horizontal
colocamos la progresidon geométrica y en el vertical
la aritmética (los logaritmos).” (Vargas, J., Pérez, M.,
Gonzalez, MT., 2011, p.132)

Existen otros autores como Lépez y Ferrari (2007),
ademéas de los mencionados en el recuadro
anterior, que describen una construcciéon de la
representacién grafica de la funciéon logaritmica.

9. Puede usted planear la lectura de estos dos
articulos e intentar realizar las construcciones all
exhibidas, para luego presentar sus conclusiones,
utilizando el software que sea necesario, en una
puesta en comun. Si tiene un equipo de profesores.
Un grupo puede realizar la presentacién de una
construccion y el otro grupo interrogar sobre los
argumentos que la sustentan. Luego el otro grupo
pasa a ser el expositor, con un esquema que aporte
en estrategias que inviten a establecer un didlogo
que estimule las habilidades de escuchar las
intervenciones de cada participante.

Escala Musical — La Octava Musical. No solo las
ocho notas musicales se originan al hacer vibrar
una cuerda de distintas longitudes, de igual
manera se pueden construir al dividir en diferentes
partes un tubo por el cual circula aire (Figura 4).

do (Unidad)

re (8/9)

mi (64/81)
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fa (3/4)

sol (2/3)

la (16/27)

si (128/243)
Do (1/2)

Figura 4. Division para construir las notas musicales.
Fuente: http://proyecto-artistico.blogspot.com.co

De la figura anterior se puede extraer la sucesion de
las ocho notas (Es usual encontrar el uso de
mayusculas al escribir las notas musicales (DO RE Ml
FA SOL LA SI DO), la diferencia entre el primer Do y
el segundo Do es que el ultimo da el inicio de la
siguiente octava) de la escala musical: do

re mi fa sol la si Do. Aestasucesion se
le denomina octava musical Cada nota tiene su
correspondiente octava, mas aguda a la derecha (o
por encima) o mas grave a la izquierda (o por
debajo). Por ejemplo, tomando como base la nota
do central (se le conoce como tdnica por ser la nota
base, sin embargo cualquier otra nota puede ser la
tdnica) su octava superior es la nota Do (figura 5).

Hoy por hoy las notas musicales no se definen de
acuerdo a la longitud del objeto vibrante, sino a
partir de la frecuencia de vibracion de la onda
sonora emitida por dicho objeto (Tomasini, 2007).
La ecuacion f = % relaciona la frecuencia f(medida

en hertz) y la longitud de onda | (medida en
metros), con v la velocidad del sonido medida en
metros por segundo. Frecuencias muy altas
caracterizan tonos agudos, frecuencias muy bajas
caracterizan tonos graves.

ID'OIF!E Ml F& SCL LA SIIDO RE »Il FA SOL LA SIQDONRE M Fa S0 Ls SI
[ ] . s

OCTAVA POR DEBAIO DO CENTRAL OCTAVA POR ENCIMA

lln

FRRAT

e
Q
A
c

s[d[elo]o
LAS NOTAS EN FL PIANQ GDEFGA%
e SRS,
NOMENCIATURA MODERNA
IECLAS BIANCAS
Figura 5. Sucesidon octava musical Fuente:

https://sweepfliping.wordpress.com

Materiales: Sensor de sonido y LabQuest-
Aplicaciéon de celular (Ejemplo: Best Tuner) en caso
de no tener el sensor- Aplicacion piano virtual (usar
virtualpiano.net). Usando el sensor de sonido y el
LabQuest*2 o la aplicacién de celular registre en
una tabla (la cual se llamara Tabla 1) las frecuencias
emitidas por las ocho notas musicales centrales de
un piano (figura 5). Se observan las teclas que
marcan las ocho notas musicales centrales, pero
surge naturalmente el interrogante ;Qué indican las
5 teclas negras que se encuentran entre las teclas
blancas que marcan las ocho notas musicales
centrales? Pues bien en el siglo XVIII Juan Sebastian
Bach (1685 - 1750), en su obra “El clave bien
temperado” efectud algunos cambios
fundamentales que habian sido introducidos a la
escala musical. Es a partir de este momento en que
la nueva escala llamada temperada es utilizada en
Occidente (Alvarez, 1991). En esta escala existen
once frecuencias intermedias entre una nota y su
octava mas aguda, estas son: do do# re re# mi
fa fa# sol sol# la la# si Do

Donde el signo # indica una nota sostenida; en el
piano corresponden a las 5 teclas negras que se
encuentran entre las teclas blancas (Figura 5). De lo
anterior se puede concluir que todo el conjunto de
notas es una octava y que en el teclado de un piano
se tienen varias octavas (Ver figura 15).
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5 OCTAVAS

IR

|
L Hnm

I 1 |

4 octava 3 octava

Do |Re

Figura 6. Fuente: http://www.estudiarpiano.com

Construya una segunda tabla, use las frecuencias de
la Tabla 1, agregando las frecuencias de las notas
sostenidas y las frecuencias de las notas que estan
ubicadas en la cuarta octava del piano que se
muestra en la figura 15. Luego verifique la relacién
gue define la proporcién armdnica, para ello elija
como tonica otra nota distinta a doy encuentre el
intervalo de cuarta.

El valor de la longitud del intervalo de cuarta viene
dado por el cociente entre las frecuencias de la
tonica y su cuarta. En el caso de la nota doy su
cuarta /a se tiene:

10. ;Qué relacién existe entre la media aritmética y
las notas musicales? Para responder a esta
pregunta es necesario considerar la tabla
construida en la primera actividad. Elja una nota
musical y su octava, calcule la media aritmética
entre sus frecuencias. (El valor obtenido es
aproximadamente la frecuencia de cual nota? ;Qué
relacion tiene esta Ultima con la tonica elegida?

Si se han resuelto satisfactoriamente las preguntas
antes formuladas es posible que el estudiante
deduzca que la media aritmética establece una
relacion entre la tonica y su quinta, esto es lo que
se conoce como el intervalo de quinta. El valor de
la longitud del intervalo de quinta se encuentra
hallando la razén entre la quinta y su tonica, por
ejemplo, tomando como toénica la nota do, su
quinta es la nota sof el valor de la longitud del
intervalo de quinta es:

fsol _ 3911
fdo 261

La media armdnica de dos nimeros se define como:

2ac

b=—1(4)
La proporcién armoénica define la relacién entre la
tdnica y su cuarta, por ejemplo, al considerar a
como la frecuencia de la nota doy ¢ como la
frecuencia de la Do, es decir la octava de do se
obtiene aproximadamente la frecuencia de la nota
fa, esto se conoce como intervalo de cuarta o cuarta
perfecta, ast si elegimos como ténica la nota do la
nota con la que cual estaria relacionada es la nota
fa.

11. Construya una tabla usando las frecuencias de
la Tabla 1, agregando las frecuencias de las notas
sostenidas y las frecuencias de las notas que estan
ubicadas en la cuarta octava del piano que se
muestra en la figura 15. Luego verifique la relacion
que define la proporcién armdnica, para ello elija
como tonica otra nota distinta a do 'y encuentre el
intervalo de cuarta.

El valor de la longitud del intervalo de cuarta viene
dado por el cociente entre las frecuencias de la
tdnica y su cuarta. En el caso de la nota doy su
cuarta fa obtienen:

Verifican que la longitud del intervalo de cuarta no
varia al realizar el cociente entre cualquier otra nota
musical y su cuarta. Si se toma las frecuencias de las
notas centrales a = 7wy b = foo (frecuencias de las
notas do y Do respectivamente ubicadas en la
tercera octava de un piano) se obtiene la frecuencia
de la siguiente octava de Do, denotada por Do4. La
media geométrica se expresa entonces como:

b 522 2
PTiTEmwm=1 O

S

o
-
I
S

N

Y definen la relacién entre octavas sucesivas o
intervalo de octavas. Verifican al usar las frecuencias
de la tabla, toman como ténica otra nota distinta a
do y encuentran su octava. El valor de la longitud
del intervalo de octavas viene dado por el cociente
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entre las frecuencias de la tonica y su cuarta, al
tomar las frecuencias de las notas do y su octava
Do, se puede encontrar que el valor de la longitud
del intervalo de octava es 2. Lo anterior quiere decir
que la frecuencia de una nota una octava mas
aguda que otra es exactamente el doble de esta, asi
si se tiene un La a una frecuencia de 440 Hz (herz),
el siguiente La méas agudo (1 octava mas arriba)
estard exactamente a una frecuencia de 880 Hz,
mientras que el anterior, mas grave (1 octava mas
abajo), estara a la mitad con una frecuencia de 220
Hz. Verifican que la longitud del intervalo de cuarta
no varia al realizar el cociente entre cualquier otra
nota musical y su octava.

Progresidn aritmética. Por ejemplo, la sucesiéon de
numeros 1, 6, 11, 16, 21... es una progresién cuya
diferencia es 5. Completan la tabla 2 con sus
respectivas frecuencias.

Tabla 3. Posicion de Notas musicales para analizar
frecuencias

Posicién Nota musical  Frecuencia
1 do2

2 do#2/reb2

3 re2

4 re#2/mib2

5 mi2

Fuente: Autores

12. ¢Segun la Tabla 2 en la columna posicién, cémo
estd relacionados el listado de numeros que
aparecen? ;De acuerdo a la respuesta obtenida en
la pregunta anterior, se puede concluir lo mismo de
la lista de frecuencias? Si la respuesta no es
afirmativa ;como podemos establecer una relacién
entre los valores de la lista de frecuencias?

Progresion geométrica. Considérese la nota La a
la derecha del do central, la cual tiene una
frecuencia de 440 Hz, el sonido de referencia
recomendado internacionalmente para la afinacién
de los instrumentos. Ademas como ya se ha dicho
la relacién entre octavas es de 2 a 1, por lo que la
diferencia entre el La3 y el La4 es de 220Hz,
mientras que entre el La4 y La5 es del doble, 440Hz.

De igual manera, entre a5 y La6 sigue siendo el
doble, 880Hz. Si se representa en un eje de
coordenadas la frecuencia de cada nota musical 14.
;La representacion es lineal?, al reflexionar un poco
sobre esta pregunta la respuesta fue no, aunque
sobre el papel si se observe que hay la misma
distancia entre La3y La4, Lady La5, ... Construya una
tabla similar a la Tabla 2 que contenga las
frecuencias de cada nota musical entre la 3ra, 4ta y
S5ta octava de un piano, incluyendo las notas
sostenidas o bemoles. Luego elabore un gréafico y
explore lo comentado en el parrafo anterior.

Este tipo de series en las que la linealidad se pierde,
pero en las que se determina una proporcion
constante es lo que se conoce como una progresion
geométrica (Pastor, 2088). Lo anterior sugiere el uso
de los logaritmos para poder representar
linealmente magnitudes que varian
exponencialmente. Se deduce entonces que las
notas uniformemente espaciadas a lo largo de un
piano es la vision logaritmica de la progresion
geométrica. Pero si esto es cierto entonces debe
existir un factor multiplicativo constante o en otras
palabras la razén de la progresién, jcual es esta
razon?

Para dar respuesta al interrogante primero se debe
considerar la definicion de progresién geométrica y
relacionarla con la teoria musical descrita a lo largo
de este trabajo de investigacion.

Antes de hacerlo cabe mencionar por ejemplo que
la diferencia entre la nota Soly Sol# es lo que se
conoce como un semitono mas alto (o un La bemol,
eso se deja a consideracion) igual que en el caso de
las notas fa# (o Sol bemol) y Sol las cuales tienen
una diferencia de un semitono mas bajo. Lo anterior
quiere decir que entre dos notas consecutivas
cualesquiera existe siempre, exactamente, el mismo
intervalo. Asi, en la escala temperada dos
frecuencias de notas consecutivas verifican la
relacion:

fi=for
fo = fir = for?
fs = foar = for?
fa= far = for* (7)

fo = faar = for(n_l)
fas1 = fur = for™ conn=0,1,23, ..
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Sorprendentemente las anteriores igualdades
tienen la forma de una progresidon geométrica de
razdn r en la que el término general caracteriza la
relacion entre las diferentes frecuencias de la escala
temperada y donde f; indica la frecuencia de la
nota toénica (o nota menor). Un resultado adicional
de esta ecuacion es que permite encontrar el valor
de la frecuencia de cualquier nota musical de la
escala siempre y cuando se conozca el valor de la
razén.

15. ;Cdmo se podria encontrar el valor de la
razén? Considere como tdnica la nota La que esta
a la derecha del do central (denotada por La4), la
cual tiene una frecuencia de 440 Hz. Es claro que
su octava mas alta esta ubicada a 12 semitonos de
ella, esta es la nota La5, la cual tiene frecuencia

880Hz. Entonces, para encontrar el valor de la razén
considérese la nota siguiente a La un semitono mas
alto, es decir, la nota La#4 que tiene por frecuencia:

frasa = 44071 (8)
A su vez, la frecuencia de la nota siguiente, S es:
fsia = 440711 = 440712 (9)

Luego de la nota Si4 empieza la quinta octava con
la nota Do5 con frecuencia:

foos = 440rrr = 44073 (10)
Y asi hasta llegar a la nota La5, por lo tanto:
fias = 440712 (11)

Ya que al repetir el proceso anterior hemos
avanzado doce semitonos y como se conoce
ademas que la frecuencia de la nota La5 es 880Hz,
sustituyendo en la uUltima ecuacién y despejando r
se tiene que:

ri2=2-r="142 (12)

Teniendo en cuenta lo anterior, calcule las
frecuencias de Re5, Fa#5 y del Do4. ;Qué pasa en
este ultimo?

Relacion entre la progresién aritmética y la
progresidon geométrica con la escala musical Al
representar dos octavas de un piano en el
pentagrama se obtiene (figura 7)

q

= o = i i
% D53 teantran kg

-

Boa | ¥ Do 3 (eantral

Do 3 (eentral) Do

LU LG

Figura 7. Relacién entre las progresiones aritmética
y geométrica con la escala musical

Al graficar en ejes coordenados las frecuencias de
las notas musicales, se obtiene la figura 7 que los
puntos que son de la forma (posicién, frecuencia) se
ajustan a la gréafica de una funcién exponencial. Lo
mas llamativo de todo esto es que tomando
logaritmos es posible alinear las notas de un modo
similar al que se hace en un pentagrama. La razén
principal esta en que el pentagrama es un gréafico
logaritmico el cual muestra la diferencia entre los
logaritmos de las frecuencias y no la diferencia
entre las frecuencias.

Aunque dentro de la teoria musical se deben
considerar las notas que difieren de medio tono o
de un tono, los sostenidos y bemoles quienes
modifican estos saltos de medio tono arriba, medio
tono abajo, entre otros. Lo cual sugiere que el
pentagrama no es una escala logaritmica perfecta
pero muy Util para toda persona interesada en
aprender a leer partituras.

Conclusiones

La comprensiéon de la funcion logaritmica que
proponemos, a través de su génesis historica,
concerniente al vinculo entre las progresiones
geométrica y aritmética, aplicado a fendémenos
especificos, demanda el estudio sistematico de una
red de conceptos que invita al profesor a
profundizar no solo en la matematica sino en las
diversas formas de llegar a comprenderla y el
compromiso en las tareas profesionales de
planificacion de las clases, la gestion de la discusion
en sus clases.

En el ambito de la matemaética es de gran riqueza
integrar el uso de hoja de calculo dindmica y el
programa geogebra, sin embargo hay que
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establecer estrategias para que lleguen al aula. De
alli la decision de incluir, como ejemplo, las
secuencias elaboradas por los estudiantes, quienes
se apoyan en consultas en revistas de didactica de
la matematica.

El trabajo que se propone en la hoja de calculo,
inicia en el analisis del comportamiento y de las
regularidades, recurriendo luego al uso del sensor
de sonido y el LabQuest*2 o la aplicacién de celular.
Esto permite establecer y validar conjeturas, y abre
un campo de oportunidades al docente para
explorar diferentes formas de presentar la escala
logaritmica con herramientas cercanas a los
estudiantes y en contextos como la musica, resaltar
su nexo con las progresiones.

La investigacion muestra ejemplos que coinciden
con hallazgos, en estudios que se han llevado a
término, con grupos de estudiantes universitarios,
quienes manifiestan un méas alto nivel de
implicacion cuando se desarrollan las clases en
grupos de trabajo cooperativo y colaborativo.
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